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1. Si consideri la funzione f: R? — R definita da
fla,y) =23/ (y — ).

a) Determinare i punti in cui f ¢ continua.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Trovare tutti i punti di massimo e minimo locale di f.

Mostrare che f non ha né massimo né minimo (globalmente).

Determinare i punti in cui f e differenziabile.

2. Si consideri la regione A C R? definita da
A={(z,y,2) eR’: 243> 2" +zy +y°}.

(a) Mostrare che la funzione f(p) = |p| (la norma) ha minimo ma non
ha massimo su 0A.
(b) Trovare i punti di A che hanno norma minima.

(c¢) Determinare il minimo z, € R tale che

B1(0,0, z) C A.



Svolgimenti

FEs 1. La funzione ¢ definita su tutto R?. La funzione & continua perché
prodotto, somma, composizione di funzioni continue di una variabile. Per
lo stesso motivo, la funzione ¢ differenziabile sicuramente in R? \ {y = z}.
Analizziamo il comportamento della funzione nei punti della bisettrice.

Nell’origine:

af f<h> O) - f(oa 0)

(00 = iy T = g =0
7, (00) = lim === =0

quindi Vf(0,0) = (0,0) e

lim f(h’ k) — f(07 0) — Vf(O, O) ) (h’ k) _ lim f(hv k)

(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (h,k)—=(0,0) \/h2 + k2
h/(k — h)?
= lim (—>:limp2/3 cos 0/ (sinf — cos#)2 = 0.
(hk)—=(0,0) /h2 + k2 p—0

Concludiamo quindi che la funzione ¢ differenziabile in (0,0).
Negli altri punti della bisettrice: in (xg, x¢) con zo # 0 la derivata parziale
in x non esiste, perché non esiste il limite

_ 2/3
lim J (o + I, o) — f (o, o) = lim —(xo + h)|h] = lim — .
h—0 h h—0 h h—0 h

Zo

La non esistenza del gradiente implica la non differenziabilita in tali punti.
La funzione non ha massimo globale né minimo globale, infatti f(z,0) =
x|z|?3 — +oo per x — +oo.
Cerchiammo i punti di massimo e minimo locale. In R*\ {y = z}, in
cui la funzione ¢ differenziabile, non ci sono punti di massimo/minimo locale

perché

3y — dx 2x

v = Vi , ) # 0.0,

y—=) 3y —=)
I punti di {y = =, « > 0} sono tutti di minimo locale perché in tali punti
f =0 ein un intorno di tali punti f > 0. Analogamente, i punti di {y =
x, x < 0} sono tutti di massimo locale perché in tali punti f = 0 e in un
intorno di tali punti f < 0. Infine, I'origine non ¢ né un punto di massimo
locale né di minimo locale.




FEs 2. L’insieme 0A ¢ chiuso ed ¢ dato da
0A={g=0}, con g(x,y,2) =x2+xy+y2—z—3.

L’insieme 0A non e limitato, infatti
n—oo

Vn e N (O,n,g_nZ)eaAa ||(O7n73_n2>|| — 0.

Questa osservazione implica che non esistono punti di massima norma (I’e-
stremo superiore della norma € +00). Per il teorema di Weierstrass genera-
lizzato, esistono invece punti di minima norma.

Per trovare tali punti, utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange:
ottimizziamo la funzione f(z,y, z) = ||(x,y, 2)||* = 2* +y* + 2* con il vincolo
g = 0. Poiché

Vg(:v,y,Z) = (2$+9729+$a—1) 7&(07070) V(Ia%Z')a
deduciamo che i punti di minimo (che abbiamo dimostrato esistere) soddi-
sfano il sistema

{ Vi(z,y,2) = A\Vy(z,y,2)
9(x,y,2) = 0.

per qualche A € R. Risolviamo il sistema: osserviamo subito che possiamo
sostituire A con A/2 inoltre

r =2z +y) z(l—=2X) = Xy
y=A2y+x) N y(1 —=2\) =Xz
z2=—=A z=—A
g(x,y,z) =0 g(x,y,z) =0

I primo punto critico vincolato ¢ P, = (0,0,—3) in cui f = 9. Se (z,y) #
(0,0), allora A # 0 e A # 1/2 e dalle prime due equazioni deduciamo che
A 1—2\

T o =\ M=(1-20) < (A-1DK\-1/3)=0.

SeA=1,alloraz = —1, 2 = —y. Da g = 0 deduciamo che x = +y/2ey =
F+v/2. Due punti critici vincolati sono quindi Py, Py = +(+v2, Fv/2, —1).
Inoltre

f(P) = f(Ps) =5.

Se A = 1/3, allora z = —1/3, = y. Da g = 0 deduciamo che
=1y = £2v/2/3. Gli altri due punti critici vincolati sono quindi Py, P; =

+2v/2/3,42v/2/3, —1/3), in cui f vale

17

f(P4):f(P5):§‘



Concludiamo quindi che i due punti di minima norma sono Ps e Pj.
Un punto P € A della forma P = (0,0, z9) che soddisfa

By(P)C A
deve necessariamente soddisfare
dist(P,0A4) > 1.

La distanza di P da 0A si calcola come nel punto precedente, minimizzando
la funzione h(z,y,2) = 2> + y*> + (2 — 20)? su {g = 0}.

Osserviamo che zg sicuramente soddisfa zy > —2, perché il punto (0,0, —3)
e il punto dell’asse z con coordinata z inferiore in 0A.

Ripetendo il ragionamento troviamo:

* Ql = (0707 _3)7 h(@l) = (_3 - ZO)2 =9+ 2(2) + 62¢;

e ricordando che zyp > —2, Q23 = (V20 + 2, —vV20 + 2,20 — 1), h(Q23) =
22’0 + 9;

o Qus=(\/8/9+ 20/3,1/8/9+ 20/3, —1/3+20), h(Qu5) = 17/9422/3.

La distanza di P da 0A & il minimo tra questi 3 numeri. Ora, affinché la
distanza sia > 1 € necessario che tutti e 3 i numeri siano > 1.

E facile verificare che cid & vero per z) > —4/3. E la distanza minima
in tal caso ¢ raggiunta da Q4. Il punto con coordinata verticale inferiore ¢
proprio

P =(0,0,—4/3).



