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1. Consideriamo per ogni n € N la funzione f,,: R — R definita da
2
) = T
(a) Determinare il limite puntuale di f,.
(b) Dire se f, converge uniformemente (su tutto R).

(c) Discutere la convergenza puntuale e totale della serie

+oo
S) =3 fule).
n=0
(In quali punti ¢’& convergenza puntuale? In quali intervalli ¢’¢ convergenza totale?)

(d) Dire se la serie di funzioni converge uniformemente su tutto R.

Soluzione. (a) La successione f, converge puntualmente alla funzione nulla, perché per x = 0 si ha
fn(0) = 0 per ogni n e per z # 0 si ha

li = lim —— =
w7 = B San =0

(b) La successione f,, converge uniformemente alla funzione nulla, infatti

1
= = 73/4 = — — 0 .
I Fulle = mase )] = Fuln™/) = 5=
Per il calcolo del massimo, abbiamo usato il fatto che f,, € continua e derivabile, non negativa, e
lim,; 100 fn(x) = 0. La derivata
2nz(1 — niz?
oy = L)
(14 n3a2*)

si annulla in z = 0 (punto di minimo assoluto) e in 2 = +n~3/* (punti di massimo assoluto).

(¢) La serie S(z) = limy_00 Sn(z), con Sy(z) = Zg:o fn(x), converge puntualmente per ogni

z € R, infatti per x = 0 vale Sy(0) = 0 quindi S(0) = 0, per = # 0 vale f,(z) ~ 1/(n?z?) per

n — 0o, quindi la serie S(z) associata converge per confronto asintotico con Y, -, 1/n?.

La serie non converge totalmente in R perché
D o lfalle =D % = +oo.
n>1 n>1

La serie non converge totalmente sugli intervalli la cui chiusura contiene 0, ciog della forma (—a, 0),
(0,a), (—a,b) con a,b > 0, e le loro chiusure. Sia I un tale intervallo: definitivamente, diciamo per
n > 7, almeno uno dei due punti di massimo +n~3/4, appartiene ad I, quindi

>l ~ 3 5o = 0.

n>1 n>mn



La serie converge totalmente su tutti gli altri intervalli, cioe della forma (a, +00), (—o00, —a), con
a > 0, le loro chiusure e i sottointervalli. Sia J un tale intervallo: definitivamente, diciamo per

n > 7, entrambi i punti +n~3/4 non appartengono a J e, per monotonia di f,, in .J, si ha
2
na
max )| = ——,
na | (o) = 5

quindi
ZHf"HOO ~ Z 1+n3a4 ) Z
n>1 n>m n>m

(d) Dal punto (c¢) deduciamo che la serie converge uniformemente in tutti i sottointervalli di (a, +00)
e (—00,—a) con a > 0. Mostriamo che non si ha convergenza uniforme su tutto R, o pilt in generale
sugli intervalli J come sopra, la cui chiusura contiene 0: per N € N, N > 1, consideriamo

1S3 = Sllow = sup| S (x) — S()| = su Z S P
" R a zeg 1+ k3x4 TS L RN
% (N —3/4)2 2N L N3/2 2N EN3/2
> _ = P -
= 3(N-3/4)4 3 13 = E , 3 3
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Qui abbiamo usato che per N grande il punto 2 = N—3/% appartiene a J. Concludiamo quindi che
[Sn = Slloc — 400

quando N — oo. O]

2. Si consideri la funzione
+o00 emt -1

(a) Verificare che F': (—1,+00) — R & ben definita.
(b) Dimostrare che F & derivabile;
(c) Calcolare F(1).

Soluzione. (a) Osserviamo che la funzione integranda

et —1
f(z,t) = 7 enttt
¢ definita e positiva sull’intevallo aperto di integrazione (0, +00) per ogni & > —1. Per t — 0 osserviamo
che f(xz,t) ~ z quindi ¢ integrabile in un intorno destro di 0. Per ¢ — +o00 osserviamo che f(z,t) <
e~ (+D? quindi ¢ integrabile in un intorno di 400. Dunque l'integrale converge e F(x) ¢ ben definita per
ogni z > —1.
(b) Vogliamo verificare che si applica il teorema di scambio dell’integrale con la derivata. Innanzitutto
osserviamo che la funzione f & derivabile rispetto ad x e si ha

éj (iC, t) —(z+1)t
——— L =...=¢ .
oz
Fissato xg > —1 osserviamo che si ha

‘8f(a:,t)’ < o—(@otD)t

T

Vo > xp.

Dunque per x € (xg, +00) si trova che F' & derivabile in z e vale:

+oo
F'(z) = / e~ (@Dt gy — .. —
0

Questo ¢ vero per ogni xg > —1 quindi F' & derivabile su tutto (—1, +00).

1
x+1

(c) Osserviamo che si ha F(0) = 0+°O 0 = 0. Sfruttiamo il punto precedente per scrivere, grazie al
teorema fondamentale del calcolo integrale:

F(l):F(l)—F(O)=/O F'(x)dxz/o aHl-l

dx = log 2.



