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1. Si consideri la successione 1
1
ap = e 2t2 — COS —.

k
(a) Mostrare che esiste kqy tale che a; > 0 per ogni k > k.

(b) Dire per quali @ > 0 la serie
+o0

> sin(km + aj)

k=ko
¢ assolutamente convergente.

(¢) Dire per quali @ > 0 la serie precedente & convergente.

22

2 — cosx. Sviluppiamo in serie di

Soluzione. (a) Consideriamo la funzione f(z) = e
Taylor per x — 0

SUQ
e’ = 1—|—a:+5—|—0(x2),
2 33'4

e_x2/2:1—%+§+0($4),
2 }
—1-- 4+ .
cos T 2—|-24+0(:v)
da cui per k — +o00
1 1 1, 5 +40(1)
=S = g T o) = T

Il denominatore ¢ positivo, il numeratore tende a % > 0, quindi, per la permanenza del
segno esiste kg tale che ap > 0 per ogni k > k.

(b) Osserviamo che sin(km + af) = (—1)*sin(ag). Per la convergenza assoluta studiamo
| sin(ag)|. Poiché aj, ~ 5 per k — +00, abbiamo aff ~ 7= ¢ quindi sin(af) ~ af ~ 5

per o > 0. La serie 3 k=% converge se e solo se 4o > 1, cio¢ o > i.

(c) La serie 3°(—1)* sin(ag) ¢ definitivamente a segni alterni. Abbiamo sin(ag) ~ af — 0.
Per poter applicare il criterio di Leibniz dobbiamo solo verificare che a; ¢ definitivamente
decrescente. Sappiamo che il polinomio di Taylor del quarto ordine della funzione f e
%. Allora il polinomio di Taylor del terzo ordine per la derivata f’ ¢ :%3 Dunque f'(z) &
positiva in un intorno di 07 ed & quindi descrescente in tale intorno. Di conseguenza la
successione ay, = f(1/k) & decrescente in un intorno di +oco. ]

2. Si consideri la funzione

T arctgt
F(z) = / dt.
(z) o t-et

(a) Dimostrare che F' & ben definita e limitata su (0, +00).

1



(b) Mostrare che esiste a € R tale che

Jim ¢ (0 F(o)

¢ finito.

(c¢) Determinare se il limite
lim e®F(x)

T—r—00

esiste e in caso se e finito o infinito.

Soluzione. (a) La funzione integranda f(¢) ha limite 1 per ¢ — 0 dunque puo essere estesa
per continuita a tutto R. Dunque l'integrale ¢ ben definito per ogni = € R.

Pert — +o0
flt)y<e™

e visto che [;"* et dt & convergente, anche I'integrale

+o0 .
1= [ s =t Fl@)
¢ convergente. Visto che F' ¢ continua su [0, +oo] per il teorema di Weiestrass ¢ una
funzione limitata.

(b) Se a # I si ha che a — F(z) ha limite diverso da zero e quindi ¢”(a — F(z)) tende a
+o00. Dunque I'unica possibilita per avere un limito finito & che sia a = A. In tal caso

a— F(x)

e—l'

e’(a— F(r)) =

¢ una forma indeterminata 8 per x — 4o0o. Possiamo quindi provare ad applicare il
teorema di de L’Hospital, ricordando che F’ = f per il teorema fondamentale del calcolo:
—F'(x arctg x /2
T CO gr__m2_,

z—+oo —e ¥ z—Foo - e¥ . e ¥ —+00

Dunque a = A & 'unico valore per cui il limite & finito.

(c) Per z — —oo la funzione integranda f(x) tende all'infinito e quindi anche l'integrale
F(x). Dunque siamo di fronte ad una forma indeterminata del tipo 0 - co che possiamo
riscrivere nella forma 2. Possiamo quindi applicare nuovamente de L’Hospital

Fla) _ f(2)
(e—x)/ —e T
e otteniamo anche in questo caso che per x — —oo il limite ¢ 0. O



