Esercizi proposti
1.             

Calcolare il limite delle seguenti funzioni per ( x , y )→( 0 , 0 ). La risposta è riportata a fianco.

( a )  
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( non esiste )
Restrizioni sugli assi , oppure calcolo sulle rette , oppure passaggio a coordinate polari.

( b )   
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( non esiste )
Restrizioni sugli assi e poi su una traiettoria scelta opportunamente ( ad es, un parabola ) ; oppure ponendo y2 = Y.
( c )    
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Coordinate polari : prodotto di un termine che tende a 0 rispetto ad r per uno limitato; oppure scrivere la funzione come somma di due funzioni e usare maggiorazioni per i loro valori assoluti : in un caso si utilizza il fatto che è x4 ≥ 0 e quindi si maggiora lasciando al denominatore solo y2 , nell’altro che è y2 ≥ 0 e quindi si maggiora lasciando al denominatore solo x4. In entrambi i casi la parte rimasta al denominatore si elimina con una parte del numeratore. Si conclude con il teorema del confronto per limiti.
( d )     
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( non esiste )
Provare sugli assi. Si può approssimare sen2y con y2. Ciò fatto, al numeratore si può mettere in evidenza x y2 ; questo è moltiplicato per un termine che tende ad 1 e che quindi non dà contributo. Nella parte che rimane si può porre y2 = Y e studiare sulle rette.

( e )    
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 ( non esiste )
Al denominatore si può trascurare y4 rispetto ad y2.  Le rette non bastano. Si può scrivere la funzione come somma di due termini. Il valore assoluto del primo si può maggiorare togliendo x4 ed in tal modo si deduce che tende a 0. Nell’altro basta porre y2 = Y.

( f )    
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Coordinate polari.
( g )  
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( non esiste )
Coordinate polari o rette.

( h )
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log ( x + 1 ) si approssima con x. Poi si procede con coordinate polari o con maggiorazione.

( i )
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( non esiste )
Traiettorie ( ad esempio, y = x ed y = - √ x ).

( l )

[image: image10.wmf]2

2

2

)

 

y

 

+

 

 x

(

 

/

 

1

-

y

-

)

 

y

 

+

 

 x

(

e

  

+

  

e

cosx 

2

2




  ( 1 )
Somma di due termini : uno tende ad 1 ( facile ! ) , l’altro a 0 ( coordinate polari )-

( m )      
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 ( non esiste )
Mettere in evidenza x al numeratore; La differenza tra l’esponenziale ed 1 si può approssimare con l’esponente; poi coordinate polari.

( n )    
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( non esiste )
Restrizioni : y = 0 , y = √ x

( o )   
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       ( non esiste )
Prima sugli assi. Poi osservare che il denominatore si annulla sulla bisettrice y = x. Avviciniamoci all’origine su una parabola che nell’origine ha la bisetrice come tangente : y = x2 + x va bene ( il coefficiente angolare  della tangente è la derivata di x2 + x e questa vale 1 per x = 0, proprio c ome il coefficiente della bisettrice.
( p )   
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( non esiste )
Il numeratore si può approssimare con l’argomento del seno. Restrizioni.

( q )  
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( non esiste )
Approssimare il numeratore; poi rette o coordinate polari.

( r )
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( 0 )
Porre x3 = X.

( s )   
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( 0 )

Prodotto di una funzione limitata per una infinitesima.

( t )  
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       (  nel dominio x , y > 0 )          ( non esiste )

Restrizioni : x = 0 , y = e-1/x .
( u )  
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 ( non esiste )                         

Restrizioni

( v )
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  ( 0 )
Coordinate polari

( z )
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   ( - ∞ )

Basta porre x2 + y2 = X per ricondursi ad un limite in una sola variabile.
2.   Calcolare il limite per  ( x, y )  →  ∞ delle seguenti funzioni:

( a )  
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( non esiste )

Restrizioni

( b )   
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( non esiste )

Restrizioni

( c )   
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( non esiste )

Restrizioni.

3.    Dire se è possibile prolungare per continuità le seguenti funzioni:

( a )
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   ( Sì, con valore 2 sulla retta y = x )

La funzione non è definita sulla retta y = x. Posto y – x = X , ci riconduciamo ad un semplice limite per X→0 .
( b )
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        ( Sì, con valore 1/3 sulla retta y = -x )

Come sopra, ponendo x + y = X.

( c )
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( Sì, con valore 1 sull’asse x )
Il campo di esistenza è il semipiano y > 0. Vogliamo vedere se ( rimanendo nel dominio ) si può prolungare la funzione all’asse x. Scritta f ( x ) in forma esponenziale exp ( log f ( x ) ) ci riconduciamo a studiare  log f ( x ) che per y → 0+ tende a 0. Dunque la funzione data si prolunga per continuità all’asse x  con valore 1. 
4.   Trovare il campo di esistenza , gli zeri e il segno delle seguenti funzioni e riportare i risultati nel piano cartesiano:

( a )
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( c )       
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( d )
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( e )
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( g )
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