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1. Si consideri il problema di Cauchy:

, l4e*
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(a) Trovare la soluzione nel caso o = 0 specificando, in particolare,
I’intervallo massimale di esistenza.

(b) Determinare i valori di @ per i quali la soluzione ¢ definita su tutto
R.

Soluzione. Si tratta di una equazione a variabili separabili. Dividendo
ambo i membri per 1+ e* (che non si annulla mai), si ottiene 1'equazione

equivalente

u’ 1

1+ev - 1422

Integrando ambo i membri in dz e cambiando variabile u = u(z), du =

u'(z)dx, si ottiene
1 1
/ du = /75195
14+ev 1+ 22

Risolvendo gli integrali si ottiene dunque

lnlj-e“ =arctgz + C

ovvero

1
In <1 — 1+e“> =arctgz + C.

Per il punto (a) poniamo u(0) = 0 ottenendo C' = —In2. Si ottiene

dunque, ricavando u,

1 arctg x
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La soluzione & definita se 2 — e¥°%€% > (), ovvero se x < tanln 2.



Per il punto (b) si osserva che in generale la condizione u(0) = « diventa

In <1 — ! ) =C
1+ex
e la soluzione diventa

1
=In(————— —1).
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Tale soluzione & definita su tutto R se il denominatore 1 — e€ - e®**8% pon
si annulla mai, ovvero se

1
a<1n(w_1).
l—e"2

. Al variare del parametro ¢ € R determinare tutte le soluzioni dell’equa-
zione differenziale

O

u’ + 2cu +u = 2.

Soluzione. Sitratta di una equazione differenziale lineare del secondo ordi-
ne a coefficienti costanti. L’equazione omogenea associata & u' +2cu’+u =
0. Il polinomio caratteristico @ A2 +2cA+1 = 0. Le radici di tale polinomio

sono
/\1,2 =—c=+ vV C2 —1.

Osserviamo subito che A = 0 non & mai una radice (basta osservare che
il polinomio caratteristico non si annulla per A = 0) dunque il metodo
di similarita ci dice che, indipendentemente dal valore di ¢, una soluzione
particolare dell’equazione non omogenea ¢ della forma wu.(x) = ax + b.
Andando a sostituire u, nell’equazione differenziale si ottiene

2ca+ar+b==x

da cui si ricava @ = 1 e b = —2¢. Dunque, per ogni ¢, una soluzione
particolare e
ux(z) = T — 2¢.

Troviamo ora tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata.

(a) Se ¢ > 1 cioe ¢ < —1 o ¢ > 1, le radici sono reali e distinte. Le
soluzioni dell’equazione omogenea sono dunque

ug(z) = AeM® + Bere®,
Dunque la soluzione generale &
u(z) = AeM® 4+ BeM® + 1 — 2c
con A\ o =—c=% Ve — 1.



(b) Se ¢ =1 cioé ¢ = —1 0 ¢ = 1, le radici sono reali e coincidenti. In
tal caso le soluzioni dell’equazione omogenea sono

ug(z) = (A+ Bx)e™

e tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono

u(z) = (A+ Bx)e™ +x — 2¢.
(c) Se ¢? <1 cioé —1 < ¢ < 1, le radici sono complesse coniugate:

Ao =—ctiv1—c2

In tal caso le soluzioni dell’equazione omogenea sono

up(z) = e~ (Acos((1 — ¢®)z) + Bsin((1 — ¢*)z))
e tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono

u(z) = e (Acos((1 — )z) + Bsin((1 — ¢*)z)) + = — 2c.



